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研究の概要（200～300字で記入、図・グラフ等は使用しないこと。） 
(1)  有限体上のア ーベル多様 体の理論的及び計算機的解析 :有限体上に定義されたアーベ

ル曲面の不変量は数論幾何学・計算機代数幾何の分野において注目されている対象で

ある。特に本研究においては様々な応用のあるブラウアー群に対して、位数・構造計

算を行う。  
(2)  耐量子計算機暗号の安 全性評 価 :近年、量子計算機の発展により現在使われている暗

号の危殆化が懸念されており、その対策技術として耐量子計算機暗号と呼ばれる新た

な暗号方式の研究が盛んである。本研究では、耐量子計算機暗号のうち、格子理論を

基にした方式、同種写像問題を基にした方式の安全性評価・安全性強化に向けた新た

なアルゴリズム開発を行う。  

 
キーワード（研究内容をよく表しているものを３項目以内で記入。） 

〔アーベル多様体の不変量 〕 〔ブラウアー群計算 〕 〔耐量子計算機暗号 〕 
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研究成果の概要（図・グラフ等は使用しないこと。） 

(1) 有限体上のアーベル多様体の理論的及び計算機的解析: 

(研究動機) 

アーベル多様体とは代数幾何学・数論幾何学上非常に良い性質を持っている数学的対象であり、その応用は

多岐に及び、近年では数理物理学や暗号理論などでその重要性が盛んに議論されている。特に一次元のアーベ

ル多様体である楕円曲線は数論幾何学やアーベル多様体論における最も基本的な対象であり、保型形式論や岩

澤理論など幅広い応用があり 20世紀以降さまざまな側面から研究が行われていた。 

本年度の成果としては有限体上アーベル曲面のブラウアー群の部分群の構造計算・有限体上の同種な楕円曲

線間の同種写像のなす群の構造計算について研究を行った。 

(a) 有限体上の同種な通常楕円曲線間の同種写像をなす群の構造の決定・基底計算 

有限体上の同種な通常楕円曲線 𝐸𝐸, 𝐸𝐸′に対して、その間の同種写像のなす群Hom(𝐸𝐸, 𝐸𝐸′)は、ℤ-加群として階

数 2の自由加群の構造を持つことが知られている。一方、従来の研究ではどのような写像がHom(𝐸𝐸, 𝐸𝐸′)の生成

元となるか、2つ同種写像が基底となるかの判定手法が知られていなかった。本件では、通常楕円曲線の同種

写像のなすグラフ構造が持つ isogeny volcano という構造をうまく活用し、さらに自己準同型環

 End(𝐸𝐸), End(𝐸𝐸′)の作用を考えることで同種写像のなす群の生成元を求めるアルゴリズムの開発、さらに出力

結果が生成元であることを確かめる判定法の提案・証明に成功した。また、得られた生成元から線型独立なも

のを抽出し、ℤ-基底として得られた生成元から 2 つの同種写像を求める方法を提示した。以上の研究成果を

2023 年 8 月に開催されたキューバにて開催された査読付き国際会議「Computer Algebra in Scientific 

Computing 2023」(CASC2023)においては「Computing a Basis of Isogeny Groups Between Two Isogenous Ordinary 

Elliptic Curves over a Finite Field」という題目で extend abstract として投稿・発表を行った。一方、

本発表で提案したアルゴリズムは計算量が多いものであったため、より精査したアルゴリズムをまとめ、来年

度開催される「International Workshop on the Arithmetic of Finite Fields 2024」(WAIFI2024)にカンフ

ァレンスペーパーとして投稿済みである。 

 (b) 有限体上のアーベル曲面のブラウアー群の位数計算・一部の部分群の構造計算 

有限体上のアーベル曲面𝑋𝑋に対して、そのブラウアー群 Br(𝑋𝑋) は 2次エタールコホモロジー群𝐻𝐻ét2 (𝑋𝑋,𝔾𝔾𝑚𝑚)と
して定義される。特に、位数に関しては Artin-Tate の公式と呼ばれるものが知られており、一部のアーベル

曲面に対して計算可能であった。しかし、アーベル曲面の不変量の一つである Néron-Severi 群の判別式の計

算が困難であったため、汎用的に計算はできなかった。本件の前半では二つの楕円曲線 𝐸𝐸, 𝐸𝐸′の積と同型なア

ーベル曲面 𝑋𝑋 ≃ 𝐸𝐸 × 𝐸𝐸′に対して同種写像のなす群の判別式計算を汎用的に可能にし、公式を導くことで、計算

機上でブラウアー群の位数計算を可能にした。本件の後半ではブラウアー群の部分群の構造計算を行った。今

回扱った手法としては、エタールコホモロジーだけでなくガロアコホモロジーとの比較や作用を考えることに

より、具体的な写像と完全列を構成する。本件では部分群 𝐻𝐻1(𝐺𝐺, 𝑋𝑋�) ⊂ Br(𝑋𝑋)を同種でない楕円曲線の積の場

合に限り計算可能にした。以上の研究成果を査読付き雑誌 JJIAM にて「Computing the Brauer group of the 

product of two elliptic curves over a finite field」という題目で投稿し、採択された。しかし、今回計

算可能になったケースは全て部分群が自明なものとなり、その原因を解明することが次の課題となった。 

 (c) 有限体上の同種な超特異楕円曲線間の同種写像をなす群の構造の基底計算 

最後に第一の結果の発展として、同種な超特異楕円曲線間の同種写像のなす群の基底計算のアルゴリズム開

発を行った。超特異楕円曲線間の同種写像に関しては、耐量子計算機暗号に対しても幅広く応用が存在し、現

在注目の集まっている分野である。背景として、通常楕円曲線の場合と異なり、2つの超特異楕円曲線間 𝐸𝐸, 𝐸𝐸′

の同種写像のなす群Hom(𝐸𝐸, 𝐸𝐸′)は、ℤ-加群として階数 4の自由加群の構造を持つことが知られている。特に、

その加群の判別式の絶対値は標数𝑝𝑝の二乗と一致することを(1-b)にて証明した。この性質を用いることで明示

的な基底を計算するためには、(1-a)同様に生成元となるような同種写像を探すことが課題となった。解決手

法として Meet-in-the-Middleアルゴリズムを用いることで 2-同種パスと 3-同種パスを与えることで、二つの

次数の互いに素であるような 2つの同種写像が得られ、それらを用いて生成元を出力できるアルゴリズムを考

案した。さらに、二つの超特異楕円曲線の 𝑗𝑗-不変量を与えることで具体的な数値例も出力できるような実装例

を提示することができた。これらの研究成果は来年度の CASC2024において投稿予定である。 
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研究成果の概要（ つ づ き ）  

(2) 耐量子計算機暗号の安全性評価 : 
 (研究動機 )  

 現在、幅広く普及している暗号(RSA,楕円曲線暗号)は量子コンピュータを用いて容易に解読できることが

示されている。これに対抗する暗号手法として耐量子計算機暗号の研究が近年盛んである。特に、米国標準

技術研究所(NIST)では、耐量子計算機暗号の暗号方式の標準化計画を 2016 年から現在まで進めており、格

子理論や同種写像問題などを基にした暗号方式が提案され、いくつかの方式が選定された。 

(a)FALCONのマスキング実装 

FALCON は NIST により選定された暗号方式のなかで格子理論を基にした署名方式の暗号である。近年、耐

量子計算機暗号の攻撃技術として近年 Side-Channel攻撃が盛んに研究されている。この対策技術としてマス

キング実装というものが存在する。マスキング実装とは暗号方式における秘匿情報を分割しそれらの分割さ

れた情報間の演算の安全性を強化することにより、攻撃手法を対策するものである。NISTにより選定された

格子理論ベースの暗号方式に対してマスキング実装の報告があるが、FALCONのみマスキング実装の報告がさ

れていない。 

本年度、挑戦した課題として FALCONのマスキング実装の考案について以下の 3つの技術の研究を行った: 

1. FFT変換時のマスキング技術 

従来報告されているマスキング実装は代数的な変換と乱数を用いた安全なノイズを加えることで成り立っ

ている。本件では、秘匿情報の分割と FFT変換の互換性から乱数を用いたノイズの生成のみが必要であれば

良いことがわかった。具体的には FFT空間の基底と有理数の乱数を用いることによりこの課題を解決するこ

とができた。 

2. サンプルベクトル生成のマスキング技術 

FALCONのサンプルベクトル生成は FALCON木を用いて生成される。本件ではアルゴリズム全体の分割は行う

ことは叶わなかったが、本来、情報を分散して計算する手法であったため、最終的にサンプルベクトルを用

いて出力する FALCON木をどのように処理するかが問題となっていた。この解決案として FALCON木自身も分

割し、本来の分散で情報が安全になったところで分割状態から直すという手法を使うことにより、分割され

たサンプルベクトルの生成に成功した。 

3. ノルム計算時のマスキング技術 

本技術の課題として分散されたノルム計算が分割前の情報の演算から得られたノルムと一致する技術を開

発することが必要であった。これに対して、元情報の異なる 2つの分割された情報と線形代数学の基本的な

性質である内積によるノルム計算を用いることにより、課題解決に繋げることができた。 

以上を本年度の成果として SCIS2024において「 FALCON におけるマスキング実装の提案  」と

して発表を行った。 

(b)同種写像暗号の求解法とその応用 

 耐量子計算機暗号のうち同種写像暗号の攻撃手法とは、有限体上の超特異楕円曲線間の同種写像を求める

問題と直結している。この問題の帰結として楕円曲線の自己準同型環が計算可能かというものがある。昨年

度、標数が 20bit以下の基礎体とした有限体に対して超特異楕円曲線の自己準同型計算が可能となった。 

 本年度、取り組んだ課題としては以下の二つがある: 

1. より高い bitの標数を持つ基礎体𝔽𝔽𝑝𝑝上の超特異楕円曲線の自己準同型環計算 

昨年度までアルゴリズムでネックとなっていたサイクル探索のアルゴリズムに対してdepth-searchというグ

ラフ構造を応用した技術を埋め込むことにより、より高速に計算が可能になり、また標数が 40-bitの素数に

関しても約 3 時間半で計算可能となった。2023 年度現在この計算結果は古典計算機上の計算例として最も早

い計算記録となった。 

2. 基礎体の二次拡大体𝔽𝔽𝑝𝑝2上の超特異楕円曲線の自己準同型環計算 

昨年度は素体上超特異楕円曲線の自己準同型環計算が可能であったが、この技術の根幹には素体上でのフロ

ベニウス射が自己準同型環を含む四元数代数の基底に埋め込むことが可能であるという事実に依存してい

る。一方、二次拡大体上定義される超特異楕円曲線はこのようなフロベニウス射は存在しなかったため、四

元数代数の元に埋め込む際の基準が足りないという課題があった。この解決案としてトレース計算で得られ

る不定方程式から埋め込みの基準を 3 つ定めることにより、自己準同型環計算が可能になった。本結果は現

在資料としてまとめ来年度に投稿予定である。 

※ こ の （ 様 式 ２ ） に 記 入 の 成 果 の 公 表 を 見 合 わ せ る 必 要 が あ る 場 合 は 、 そ の 理 由 及 び 差 控 え 期 間 等  

を 記 入 し た 調 書 （ Ａ ４ 縦 型 横 書 き １ 枚 ・ 自 由 様 式 ） を 添 付 す る こ と 。  



※ ホームページ等で公表します。（様式３） 
立 教 Ｓ Ｆ Ｒ － 院 生 － 報 告   

 

研究発表（研究によって得られた研究成果を発表した①～④について、該当するものを記入してください。該当するものが多い場合

は主要なものを抜粋してください。なお、成果発表を確認できる資料を合わせて研究成果報告書提出フォームより提出してください  

（紙媒体等、研究成果報告書提出フォームから提出できない場合は、別途リサーチ・イニシアティブセンターへ提出してください）。 

①雑誌論文（著者名、論文標題、雑誌名、巻号、発行年、ページ） 

②図書（著者名、出版社、書名、発行年、総ページ数） 

③シンポジウム・公開講演会等の開催（会名、開催日、開催場所） 

④その他（学会発表、研究報告書の印刷等） 

※修士論文・博士論文は含みません。 

  
①雑誌論文  

  査読付き論文 (2 件 )  
1 .  「 Computing the Brauer group o f  the product  o f  two  el l ipt ic  curves  over  a  f ini te  

f ie ld」 ,  (Authors :  Akira Katayama,  Masaya Yasuda,  2023 ,  Onl ine First ,  Japan 
Journal  o f  Industrial  and Appl ied  Mathematics  (JJIAM))  

2 .  「 Computing endomorphism rings  o f  supersingular  e l l ipt i c  curves  by  f inding  
cycles  in  concatenated supersingular  isogeny graphs」 (Authors :  Yuta  Kambe,  
Akira Katayama, Yusuke Aikawa,  Yuki  Ishihara,  Masaya  Yasuda,  Kazuhiro  
Yokoyama ,  2024 年採択済み ,  Commentari i  mathematic i  Universitatis  Sancti  
Paul i )  
 

 ④その他  

  国内学会 (4 件 ) :  
1 .  「 FALCON におけるマスキング実装の提案  」(著者 :  片山瑛 ,  中邑聡史 ,  上野真奈 ,  

安田雅哉 ,  2024 年 1 月 SCIS)  
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