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研究の概要（200～300字で記入、図･グラフ等は使用しないこと。） 

本研究は中心的対称配置、マトロイドに付随するトーリックイデアルとグレブナー基

底を構成することである。特にマトロイドに関しては、「マ トロイドに付随するトー

リックイデアルは２次生成である」という予想について考察する。既に一部のマトロ

イドについて、この予想が正しいことが証明されているが、一般の場合では予想が成

り立つかどうか知られていない。そこで、既存の結果を用いりながら、マトロイドに

付随するトーリックイデアルの生成系、グレブナー基底を構成し、予想が成り立つの

かどうか調べていく。  

 

キーワード（研究内容をよく表しているものを３項目以内で記入。） 

〔  マトロイド             〕 〔トーリックイデアル 〕 〔グレブナー基底 〕 
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研究成果の概要（図･グラフ等は使用しないこと。） 

本研究は配置に付随するトーリックイデアルの生成系、グレブナー基底を構成し、様々な分野へ応用させる

ことである。その中で特に、中心的対称配置、マトロイドに付随する配置に焦点を絞り、研究を行う。 

 

1. 中心的対称配置のトーリックイデアル 

 

中心的対称配置は、良いトーリック環のクラスを生み出すことが知られている。先行結果としてルート系の

正根に付随する配置の中心的対称配置の結果が知られている。更に、中心的対称配置は実験計画など、様々な

分野に応用することができることも知られている。本研究では一般の配置から作られる中心的対称配置のトー

リックイデアルの生成系、グレブナー基底の構成を行う。中心的対称配置のトーリックイデアルの生成系、グ

レブナー基底を構成するにあたり、対象の配置そのものではなく、その部分行列を考え、そのトーリックイデ

アルの生成系、グレブナー基底を構成し、そこから元の中心的対称配置のトーリックイデアルの構成を行った。

この操作においてトーリックイデアルの生成系、グレブナー基底を計算実験により調べた結果、部分行列のト

ーリックイデアルが１つの二項式で生成される場合において、中心的対称配置のトーリックイデアルの生成系、

グレブナー基底を構成することができた。更に、求めたグレブナー基底がスクエアフリーの場合、中心的対称

配置に対応するトーリック環のヒルベルト多項式を求めることにも成功した。 

 

2. マトロイドに付随するトーリックイデアル 

 

トーリックイデアルの未解決問題として、 

 

予想:「マトロイドに付随するトーリックイデアルは2次の二項式で生成される」 

 

という予想（以下、マトロイド予想という）が存在する。この予想が肯定的に解決されているのは、「一様マト

ロイド」、「階数 3 以下のマトロイド」、「グラフィックマトロイド」など一部である。そこで、これらのマトロ

イド以外に対しても、マトロイド予想が成り立つのかどうか調べた。マトロイドには様々な操作があることが

知られていて、例えば series and parallel connection、2-sum といった 2 つのマトロイドを組み合わせるそ

うさがある。この操作において、「2 つのマトロイドを組み合わせたときに、トーリックイデアルの生成系やグ

レブナー基底に変化はあるのか？」という問題について考察した。既にトーリックイデアルが2次生成、2次の

グレブナー基底をもつマトロイドにおいて、組み合わせたときのトーリックイデアルの変化について、計算実

験を繰り返し行い調べた。その結果、以下の定理を証明することに成功した。 

 

定理：「与えられた2つのマトロイドにおいて、トーリックイデアルが2次生成、あるいは、2次のグレブナ

ー基底をもつならば、series and parallel connection、2-sumで組み合わせたマトロイドのトーリックイデア

ルも2次生成、2次のグレブナー基底をもつ」 

 

また、マトロイドは 5 つのクラスに分類することができることが知られている。上の定理を応用させることに

より、5つのクラスの内1つのクラスにおいて、マトロイドに付随するトーリックイデアルが2次のグレブナー

基底をもつことがわかり、新たなクラスでのマトロイド予想の肯定的な解決に貢献した。更に、上の定理によ

り、マトロイド予想が成り立つかどうか調べるためには以下の予想が成り立つかどうか調べればよいこともわ

かった。 

 

予想：「すべての3-connectedなマトロイドに対し、トーリックイデアルは2次の二項式で生成される」 
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3. マトロイドに対応するトーリック環のヒルベルト多項式 

 

トーリックイデアルに対して、任意の元のイニシャル単項式がスクエアフリーとなるグレブナー基底を構成す

ることができれば、トーリック環のヒルベルト多項式を計算することができ、凸多面体のエルハート多項式を

求めることができる。凸多面体のエルハート多項式について 

 

 予想:「任意の整凸多面体のエルハート多項式の根の実部の絶対値は次元以下」 

 

という予想がある。しかし、この予想が成り立たないような凸多面体が存在することが知られている。この予

想について、「予想が成り立つような凸多面体は存在するか？」という問題を考えた。一様マトロイドに付随

するトーリックイデアルのグレブナー基底はスクエアフリーであることが知られていて、一様マトロイドに対

応するトーリック環のヒルベルト多項式(エルハート多項式)が求まっている。このヒルベルト多項式(エルハ

ート多項式)の根を計算機により求め、調べていった結果、次の予想を提唱し、部分的に予想が正しいことを

証明した。 

 

 予想:「一様マトロイドに付随するトーリック環のヒルベルト多項式(エルハート多項式)の根の実部は負で

ある」 
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